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E N E R G I E T E T R A E D E R ? * 
( E n e r g i e - I « p u l s - R ä u « e und - F l ä c h e n ) 
R u d o l f F r i t s c h 
1. F r a g e s t e J J u n g r 
In der Kernphysik ( s . [2], [ 8 ] , [9]) und i n der Elemen-
t a r t e i 1 chenphysik ( s . [1]) f r a g t man, wie s i c h eine gegebene 
Gesamtenergie E>0 auf e n d l i c h v i e l e (mindestens zwei) 




 v e r t e i l e n kann, d i e 
s i c h unter der Bedingung bewegen, d a ß der Gesamtimpuls ^C^y 
verschwindet. Folgende F e s t s t e l l u n g e n s i n d l e i c h t e i n z u -
sehen : 
Kein T e i l c h e n kann d i e Gesamtenergie a l l e i n e t r a g e n , 
denn dann w ü r d e n a l l e anderen T e i l c h e n i n Ruhe s e i n , 
was der Impulsbedingung w i d e r s p r i c h t . 
- F ü r d i e E n e r g i e F j = - p f des /-ten T e i l c h e n s 
besteht d i e obere Schranke 
(1) F ^ C l - M j / m J - F , 
wobei m d i e Gesamtmasse des Systems b e z e i c h n e t , d.h. 
(Das beweisen wir zusammen mit der folgenden Aussage i n 
A b s c h n i t t 3.1) 
Ich danke dem Rechenzentrum des M a x - P l a n c k - I n s t i t u t e s f ü r 
Biochemie i n P l a n e g g - M a r t i n s r i e d f ü r d i e M ö g l i c h k e i t z u r 
H e r s t e l l u n g d i e s e s Manuskriptes. 
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Die angegebene Schranke f ü r d i e Energie E j des /-ten 
T e i l c h e n s i s t s c h a r f ; s i e wird genau dann angenommen, 
wenn s i c h a l l e anderen T e i l c h e n i n genau entgegenge-
s e t z t e r Richtung mit g l e i c h e r Geschwindigkeit bewegen. 
Wenn s i c h nur zwei T e i l c h e n bewegen, etwa das .7-te und 






 m^-Cm+m^J'l-E , E^ = m
?
- ( m j + m j ^ J ~
J
E . 
- Notwendig und h i n r e i c h e n d d a f ü r , d a ß eine gegebene 
A u f t e i l u n g E - der Gesamtenergie durch 
entsprechende Impulsvektoren r e a l i s i e r t werden kann, 
i s t das Bestehen der Ungleichung 
<?-max/' / M j E .J < S / F p T " . 
(Die Zahlen J
m
j & j s t e l l e n - b i s auf einen gemeinsamen 
Faktor J ~ T - d i e B e t r ä g e der Impulsvektoren P. dar; 
d a f ü r , d a ß -
 0
 r e a l i s i e r t werden kann, i s t 
notwendig und h i n r e i c h e n d , d a ß d i e g r ö ß t e d i e s e r Zahlen 
k l e i n e r - g l e i c h der Summe der ü b r i g e n i s t . ) 
Zur genaueren Untersuchung der m ö g l i c h e n E n e r g i e v e r t e i -
lungen kann man nun d i e r e l a t i v e n Energien E J / E a l s 
b a r y z e n t r i s c h e Koordinaten von Punkten i n einem /7-Simplex 
ansehen. A l s E n e r g r i e - I m p u l s - R a u m e i n e s /7-Simplexes wird d i e 
Menge der Punkte b e z e i c h n e t , d i e m ö g l i c h e E n e r g i e v e r t e i l u n -
gen d a r s t e l l e n , d.h. deren b a r y z e n t r i s c h e Koordinaten 
t y p * > y
n
J der Ungleichung 
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(3) <?-max/' • ' M j y .J < ^/m~y~ . 
g e n ü g e n : s e i n Rand i s t eine geschlossene F l ä c h e , d i e sog. 
Energie-Impuls-Fläche des Simplexes. (Man beachte, d a ß d i e s e 
B e g r i f f e nur b e i Vorgabe von f e s t e n Massen m
n #
 .... m 
u ' n 
d e f i n i e r t s i n d . ) 
Durch g e s c h i c k t e Wahl e i n e s s o l c h e n Simplexes s i n d 
m ö g l i c h e r w e i s e w e i t e r e E i n s i c h t e n zu gewinnen. F ü r den F a l l 
n = 2 wurde das " E n e r g i e d r e i e c k " d e f i n i e r t : es handelt s i c h 
um das b i s auf Kongruenz e i n d e u t i g bestimmte Dreieck mit den 
H ö h e n m/(m-m^) . Dabei e r g i b t s i c h a l s Energieraum d i e In-
k r e i s f l a c h e ( s . C l ] f ü r den F a l l von d r e i g l e i c h e n Massen und 
[2] f ü r den allg e m e i n e n F a l l . Es i s t v i e l l e i c h t bemerkens-
wert, d a ß der I n k r e i s des so k o n s t r u i e r t e n D r e i e c k s immer 
den Radius i hat.) 
In [8] und [93 hat D. KAMKE d i e p h y s i k a l i s c h e S i t u a t i o n 
von v i e r T e i l c h e n b e t r a c h t e t . Was h i e r b e i aber p h y s i k a l i s c h 
w ü n s c h e n s w e r t i s t , i s t mathematisch l e i d e r n i c h t u n m i t t e l b a r 
k l a r oder sogar u n m ö g l i c h . Man hat den Energie-Impuls-Raum 
ei n e s T e t r a e d e r s zu b e t r a c h t e n . Wenn e i n T e i l c h e n i n Ruhe 
i s t , l i e f e r n d i e noch m ö g l i c h e n E n e r g i e v e r t e i l u n g e n Punkte 
i n einem S e i t e n d r e i e c k des T e t r a e d e r s . Dieses l ä ß t s i c h a l s 
a f f i n e s B i l d des zu der entsprechenden 3 - T e i l c h e n - S i t u a t i o n 
g e h ö r e n d e n E n e r g i e d r e i e c k e s a u f f a s s e n , d i e m ö g l i c h e n 
E n e r g i e v e r t e i l u n g e n f ü l l e n a l s o das a f f i n e B i l d e i n e s 
K r e i s e s , d.h. eine E l l i p s e , aus. Gesucht w ä r e nun e i n 
" E n e r g i e t e t r a e d e r " , b e i dem d i e s e v i e r E l l i p s e n K r e i s e s i n d , 
dann notwendigerweise d i e I n k r e i s e der S e i t e n d r e i e c k e . 
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Insbesondere m ü s s e n s i c h a l s o d i e s e I n k r e i s e paarweise be-
r ü h r e n , was n i c h t b e i jedem Tetraeder der F a l l i s t . T e t r a -
eder mit d i e s e r E i g e n s c h a f t h e i ß e n Tangententetraeder und 
s i n d i n [6] a u s f ü h r l i c h b e s c h r i e b e n . Im folgenden d i s k u t i e -
ren wir z u n ä c h s t einen Ansatz ü b e r d i e R a u m h ö h e n und z e i g e n , 
d a ß man auf d i e s e Weise zwar e i n Tangententetraeder e r h ä l t , 
d a ß aber d i e E n e r g i e - I m p u l s - F l ä c h e dessen Rand im 
allgemeinen n i c h t i n den In k r e i s e n der S e i t e n d r e i e c k e 
s c h n e i d e t . Das t r i t t nur dann e i n , wenn a l l e v i e r 
b e t e i l i g t e n Massen g l e i c h s i n d ; i n diesem F a l l k ö n n e n wir 
d i e E n e r g i e - I m p u l s - F l ä c h e ganz e x p l i z i t b e s c h r e i b e n . Bei 
ungleichen Massen s t e l l t s i c h heraus, d a ß es b i s auf 
Ä h n l i c h k e i t (und Spiegelung) h ö c h s t e n s eine M ö g l i c h k e i t f ü r 
d i e D e f i n i t i o n e i n e s T etraeders der gesuchten Art g i b t ; s i e 
i s t a l l e r d i n g s mit dem S c h ö n h e i t s f e h l e r b e h a f t e t , d a ß d i e 
vorgegebenen Massen n i c h t zu u n t e r s c h i e d l i c h s e i n d ü r f e n , ü b 
di e s e E i n s c h r ä n k u n g p h y s i k a l i s c h r e l e v a n t i s t , v e r m ö g e n wir 
n i c h t f e s t z u s t e l l e n . 
Die Anregung, mich mit d i e s e r Thematik zu b e f a s s e n , ver-
danke i c h einem B r i e f von Herrn Coxeter, der mich nach der 
H i s t o r i e der a l g e b r a i s c h e n C h a r a k t e r i s i e r u n g von Tangenten-
t e t r a e d e r n f r a g t e ( d i e Antwort f i n d e t s i c h i n [ 6 3 ) , und e i -
nem B r i e f von Herrn T i e t z (Hannover), der mich auf d i e phy-
s i k a l i s c h e Bedeutung der Sache aufmerksam machte. Herrn 
S ü ß m a n n ( S e k t i o n Physik der L u d w i g - M a x i m i l i a n s - U n i v e r s i t ä t 
M ü n c h e n ) danke i c h f ü r d i e E r k l ä r u n g des p h y s i k a l i s c h e n 
Hintergrundes und Herrn Kamke ( I n s t i t u t f ü r Experimentalphy-
s i k der R u h r - U n i v e r s i t ä t Bochum) f ü r den Hinweis, d a ß da 
mathematisch noch etwas o f f e n i s t , und f ü r V o r s c h l ä g e , d i e 
A r b e i t m ö g l i c h s t auch f ü r Physiker l e s b a r zu machen. 
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2. E r g e b n i s s e 
2.1 Tangententetraeder aus vorgegeben H ö h e n 
Wie im F a l l des D r e i e c k s , so l a s s e n s i c h auch f ü r e i n 
T e t r a e d e r d i e (Raum-) H ö h e n n i c h t b e l i e b i g v o r s c h r e i b e n . Es 
g i l t e b e n f a l l s eine Art " D r e i e c k s u n g l e i c h u n g " : 
Satz 1 - V i e r p o s i t i v e r e e J J e Z a h l e n können genau dann a l s 
d i e Höhen e i n e s T e t r a e d e r s a u f t r e t e n , wenn d e r K e h r w e r t d e r 
A l e i n s t e n u n t e r i h n e n k l e i n e r i s t a l s d i e Summe d e r 
K e h r w e r t e d e r Ohr i g e n . 
Das l i e g t d aran, d a ß s i c h beim Tetraeder d i e H ö h e n 
umgekehrt wie d i e F l ä c h e n der S e i t e n d r e i e c k e v e r h a l t e n und 
d a ß f ü r d i e s e F l ä c h e n d i e entsprechende notwendige und 
h i n r e i c h e n d e Bedingung g i l t [53. Durch v i e r G r ö ß e n i s t e i n 
T e t r a e d e r im allgemeinen n i c h t e i n d e u t i g bestimmt. Zu jeder 
Vorgabe von H ö h e n , d i e den angegebenen Bedingungen g e n ü g e n , 
g i b t es eine ganze Schar von T e t r a e d e r n , jedoch g i l t : 
Satz 2 - I n j e d e r S c h a r v o n T e t r a e d e r n m i t g l e i c h e n Nohen 
g i h t e s b i s a u f ( g l e i c h s i n n i g e o d e r u n g l e i c h s i n n i g e ) 
Kongruenz genau e i n T a n g e n t e n t e t r a e d e r , 
Dieser Satz s t e l l t das mathematische Hauptergebnis der 
v o r l i e g e n d e n A r b e i t dar und wird i n A b s c h n i t t 3.3 bewiesen. 
Den S c h l ü s s e l dazu b i l d e t eine andere C h a r a k t e r i s i e r u n g der 
Tangententetraeder [63: 
Satz, 3 - D i e T a n g e n t e n t e t r a e d e r s i n d genau d i e j e n i g e n 
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T e t r a e d e r , d e r e n E c k e n M i t t e l p u n k t e v o n v i e r s i c h p a a r w e i s e 
Cvon außen) berührenden K u g e l n s i n d . 
Die v i e r Kugeln und e i n Tangententetraeder bestimmen s i c h 
g e g e n s e i t i g e i n d e u t i g ; wir nennen d i e Kugeln deshalb e r z e u -
gende Kugeln des Tangententetraeders. S i e l a s s e n s i c h jedoch 
n i c h t b e l i e b i g vorgeben, im Gegensatz zur analogen S i t u a t i o n 
e i n e Dimension n i e d r i g e r . In e i n e r Ebene kann man d r e i 
K r e i s e immer so zusammenschieben, d a ß s i e s i c h paarweise 
(von a u ß e n ) b e r ü h r e n . Dementsprechend kann man zwar immer 
d r e i Kugeln im Raum zur paarweisen B e r ü h r u n g b r i n g e n , dann 
d a r f aber eine v i e r t e Kugel, d i e d i e s e d r e i g l e i c h z e i t i g 
b e r ü h r e n s o l l , n i c h t so k l e i n s e i n , d a ß s i e durch das von 
den e r s t e n d r e i Kugeln g e b i l d e t e Loch f ä l l t . Die genaue 
Bedingung an v i e r Kugeln, d i e s i c h paarweise von a u ß e n 
b e r ü h r e n , e r g i b t s i c h aus dem sog. K r e i s s a t z von DESCARTES 
( s . [ 6 ] ) ; s i e l ä ß t s i c h mit H i l f e der Krümmungen (= r e z i -
proken Radien) der Kugeln b e s c h r e i b e n . 




können genau dann a l s d i e Krümmungen d e r e r z e u g e n d e n K u g e l n 
e i n e s T a n g e n t e n t e t r a e d e r s a u f t r e t e n , wenn g i l t : 
(4) C t L t j )
2
- * ^ * / > 0 . 
Wir b e t r a c h t e n nun e i n Tangententetraeder mit den Ecken 
Ag , A j , A 2 , A j und den H ö h e n h g , h j , h^ . h j ; es 
s e i e n r g , r j . r 2 . d i e Radien und S Q , €f . * 2 -
 e
3 
d i e K r ü m m u n g e n der erzeugenden Kugeln. Eine l e i c h t e Rechnung 
e r g i b t 
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S a t z 5 - D e r Berührpunkt d e r e r z e u g e n d e n K u g e l n a u f d e r 
K a n t e A ^  _ ^ a s
 JS
£
 a u c n
 d e r BerührpunJct d e r I n k r e i s e d e r 
a n d i e s e r K a n t e a n l i e g e n d e n S e i t e n d r e i e c k e - h a t d i e 




J c • W ; - < j • -
0 s o n s t . 
( 0 < * * k < 3 ) . 
F ü r das Volumen V d i e s e s Tangententetraeders g i l t [63: 
9 V
2






- C C ^ e ^ - C n - D ^ e / j . 
F ü r d i e F l ä c h e . 0 < 1 < 3 der der Ecke A j g e g e n ü b e r -
l i e g e n d e n S e i t e haben wir entsprechend: 
wobei f ü r d i e I n d i z e s g i l t : 0 < i d 3 , 0 < j < k < , 
i . i . k * 1 . Aus der Volumenformel f ü r Pyramiden 
ergeben s i c h nun d i e entscheidenden Beziehungen zwischen den 
H ö h e n und den K r ü m m u n g e n der erzeugenden Kugeln des Tangen-
t e n t e t r a e d e r s : 
wobei d i e Summationen a u f der rechten S e i t e auch den Index 
i = 1 mit e r f a s s e n : damit i s t d i e G r ö ß e 




u n a b h ä n g i g von 1 . 
Auf den Gleichungen (5) beruht unser Beweis von Satz 2. 
H i e r h a l t e n wir noch eine f ü r s i c h s e l b s t i n t e r e s s a n t e 
Folgerung f e s t , d i e wir i n A b s c h n i t t 3.2 b e g r ü n d e n werden. 
Satz 6 - B e i e i n e m T a n g r e n t e n t e t r a e d e r i s t d i e größenmaßi g e 
Anordnung d e r v i e r Höhen d i e g l e i c h e w i e d i e d e r 
e n t s p r e c h e n d e n R a d i e n d e r e r z e u g e n d e n K u g e l n , d.h. 
h j d h j , r j < r j , 
für a l l e P a a r e ( 1 . 1 ') m i t 0 < 1.1 ' < 3 . 
Bemerkung - Aus Satz 6 e r g i b t s i c h d i e Behauptung von Satz 2 
u n m i t t e l b a r f ü r d i e Scharen der Tangen t e n t e t r a e d e r . b e i 
denen a l l e v i e r H ö h e n g l e i c h lang s i n d . Die G l e i c h h e i t der 
H ö h e n i m p l i z i e r t d i e G l e i c h h e i t der Radien der erzeugenden 
Kugeln und damit d i e G l e i c h h e i t der Kanten, d i e s i c h ja a l s 
d i e Summe von je zwei Radien d a r s t e l l e n l a s s e n . Also i s t e i n 
Tangententetraeder mit g l e i c h e n Hohen notwendig r e g u l ä r und 
durch d i e H ö h e n e i n d e u t i g bestimmt. 
2.2 KAMKE's E n e r g i e t e t r a e d e r . 
In [8] b e t r a c h t e t D. KAMKE zu v i e r T e i l c h e n mit vorgege-
benen Massen m
n #
 , m^ . und Massensumme m - d i e 
Tangententetraeder mit den H ö h e n m/('m-m .) a l s E n e r g i e t e t r a -
e d er. Die Bedingung aus Satz 1 i s t j a o f f e n s i c h t l i c h e r -
f ü l l t : I s t etwa m j d i e k l e i n s t e der b e t e i l i g t e n Massen, so 
i s t . m / C m - m ^ J d i e k l e i n s t e der Hohen und es g i l t 
(m-m^l/m < ('m-m^l/m + (m-mj)/m + (m-m^/m - (2m+m j ) / m . 
Im allgemeinen schneidet der Energie-Impuls-Raum aus den 
S e i t e n d r e i e c k e n d i e s e s T e traeders jedoch n i c h t d i e I n k r e i s e 
aus: das i s t dann und nur dann der F a l l . wenn d i e v i e r 
Massen a l l e g l e i c h s i n d . Damit s c h e i d e t l e i d e r auch der in 
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 + m j 
aus. Wegen der durch d i e Gleichungen (2) gegebenen 
b a r y z e n t r i s c h e n Koordinaten der E n e r g i e v e r t e i l u n g e n auf den 
Kanten des T e t r a e d e r s e r g i b t s i c h d i e s e Behauptung 
u n m i t t e l b a r aus dem i n A b s c h n i t t 3.4 bewiesenen 
Satz 7 - D i e P u n k t e m i t d e n b a r y z e n t r i s c h e n K o o r d i n a t e n 
m
£ - Cm >+m£)~* a n d e r i - t e n S t e l l e , 
m Cm . + m j l ~ * a n d e r k - t e n S t e l l e u n d 
0 s o n s t 
s i n d genau dann d i e Berührpunkte d e r I n k r e i s e d e r 
S e i t e n d r e i e c k e d e s T a n g e n t e n t e t r a e d e r s m i t d e n Höhen 
m/Cm-m^) . wenn a l l e m^. g l e i c h s i n d , d.h. wenn d a s 
T a n g e n t e n t e t r a e d e r regulär i s t . 
Im r e g u l ä r e n F a l l l ä ß t s i c h der Energie-Impuls-Raum noch 
besser b e s c h r e i b e n . Das l i e g t vor allem daran, d a ß man dann 
e i n durch das T e t r a e d e r bestimmtes geeignetes Koordinatensy-
stem zur V e r f ü g u n g h a t . Die d r e i Verbindungsgeraden der 
M i t t e l p u n k t e der d r e i Gegenkantenpaare schneiden s i c h im 
Schwerpunkt e i n e s jeden T e t r a e d e r s : bei einem r e g u l ä r e n 
Tetraeder stehen s i e paarweise aufeinander senkrecht und i h r 
Durchschnitt mit dem Tetraeder wird durch den Schwerpunkt 
h a l b i e r t . Wir w ä h l e n deshalb den Schwerpunkt a l s Ursprung 
und die O r t s v e k t o r e n zu den M i t t e l p u n k t e n der d r e i von der 
Ecke Äg ausgehenden Kanten a l s B a s i s . Die Umrechnung von 
b a r y z e n t r i s c h e n Koordinaten i n k a r t e s i s c h e Koordinaten und 
umgekehrt wird durch d i e folgenden Gleichungen beschrieben: 
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dabei d u r c h l a u f e n d i e Indizes i . k , auch a l s Summationsindi-
z e s , d i e Werte 1 , 2 , 3 . Die Ecken des T e t r a e d e r s haben dann 
di e K o o r d i n a t e n d a r s t e l l u n g 
J ' ' ( i ) - " ' - ( : ; ) - ^ ' ( - { ) - A j 
Die Punkte des Tetr a e d e r s s i n d dadurch gekennzeichnet, d a ß 
i h r e k a r t e s i s c h e n Koordinaten ( x ^ . x ^ . x ^ l den Ungleichungen 
- / < I S a ^ . < 1 + 2 - m i n f x .) 
g e n ü g e n . Die I n k r e i s e der S e i t e n des T e t r a e d e r s sind d i e 






 + x f < /, 
d.h. d i e E i n h e i t s k u g e l i s t d i e K a n t e n k u g e l des Tetraeders 
[ 6 ] , d i e Kanten s i n d Tangenten an d i e E i n h e i t s k u g e l . In 
A b s c h n i t t 3.4 beweisen wir: 
Satz 8 - B e i g l e i c h e n Massen enthält d e r E n e r g i e - I m p u l s - R a u m 
e i n e s regulären T e t r a e d e r s d e n zum T e t r a e d e r gehörenden T e i l 
d e r K a n t e n k u g e l . 
Wie schon D. KAMKE bemerkt hat, g i b t es auch a u ß e r h a l b 
der Kantenkugel noch Punkte des Energie-Impuls-Raumes. A l s 
B e i s p i e l nennt er den F a l l , i n dem e i n T e i l c h e n d i e maximale 
Energie e r h ä l t . Nehmen wir das T e i l c h e n mit dem Index 0 , so 
haben wir nach (1) a l s b a r y z e n t r i s c h e Koordinaten y
n
= j / 4 
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}
+ x / + x / = 4 / 3 > 1 , In A b s c h n i t t 3.6 
a l s k a r t e s i s c h e Koordinaten 
beweisen wir das s c h a r f e R e s u l t a t : 
Satz 9 - B e i g l e i c h e n Massen b e s t e h t d i e Fnergie-Impuls-PIä-
c h e a u s d e n I n k r e i s e n d e r S e i t e n d r e i e c k e u n d a u s d e n 
außerhalb d e r K a n t e n k u g e l 1 l e g e n d e n regulären P u n k t e n d e r 
Römerfläche 
Die R ö m e r f l ä c h e hat s e i t i h r e r e r s t e n E r w ä h n u n g durch J . 
STEINER [12, S. 7 2 1 , 7 4 1 } v i e l e Mathematiker b e s c h ä f t i g t ; 
eine neuere a u s f ü h r l i c h e Beschreibung (mit g r a p h i s c h e r 
D a r s t e l l u n g ) f i n d e t s i c h i n [4, 8 . A b s c h n i t t 3. F ü r unsere 
Zwecke i s t w i c h t i g , d a ß d i e s e F l ä c h e d i e Seitenebenen 
unseres T e t r a e d e r s i n den I n k r e i s e n der S e i t e n d r e i e c k e 
b e r ü h r t und d i e Kantenkugel i n d i e s e n I n k r e i s e n s c h n e i d e t . 
A u ß e r d e m bemerken w i r , d a ß 
der Ursprung eine s i n g u l a r e S t e l l e der V i e l f a c h h e i t 3 
b i l d e t , 
d i e s o n s t i g e n Punkte auf den Koordinatenachsen a l s 
s i n g u l a r e S t e l l e n der V i e l f a c h h e i t 2 zur F l ä c h e 
g e h ö r e n , 
a l l e anderen Punkte der F l ä c h e r e g u l ä r s i n d und zum 
Tetraeder g e h ö r e n . 
= 2 * 1 * 2 * 3 • 
162 
2.3 Die A l t e r n a t i v e . 
Das E n e r g i e d r e i e c k i s t ä h n l i c h zu dem Dreieck mit den 
S e i t e n
 m




 , m j + m
 2
 \ der A h n l i c h k e i t s f a k t o r 
bestimmt den I n k r e i s r a d i u s j . E i n T e t r a e d e r , dessen Ener-
g i e - I m p u l s - F l ä c h e mit den S e i t e n d r e i e c k e n d i e I n k r e i s e 
gemeinsam h a t , i s t notwendig e i n Tangententetraeder; d i e 
Radien s e i n e r erzeugenden Kugeln v e r h a l t e n s i c h nach (2) und 









Daraus f o l g t 
Satz 10 - E i n T e t r a e d e r . d e s s e n E n e r g i e - I m p u l s - F l a c h e i n 








 m i t d e n 
S e i t e n d r e i e c k e n d i e I n k r e i s e g e m e i n s a m h a t . i s t ähnlich z u 
e i n e m T e t r a e d e r m i t d e n K a n t e n my+m^ , 0 \ i < k i J . 
A l l e r d i n g s g i b t es e i n so l c h e s Tetraeder n i c h t immer. 
Wenn es e x i s t i e r t , i s t es s i c h e r e i n Tang e n t e n t e t r a e d e r , da 
d i e L ä n g e n s u m m e n der d r e i Gegenkantenpaare g l e i c h s i n d [ 6 ] . 
Die Massen s p i e l e n d i e R o l l e der Radien der erzeugenden 
Kugeln, i h r e Kehrwerte m ü s s e n a l s o d i e Ungleichung (4) 
e r f ü l l e n . Aber h i e r r e d u z i e r t s i c h nun der F a l l , i n dem von 
v i e r T e i l c h e n e i n e s i n Ruhe i s t . o f f e n s i c h t l i c h auf d i e 
S i t u a t i o n mit d r e i T e i l c h e n ; das entsprechende S e i t e n d r e i e c k 
i s t ja ä h n l i c h zu dem E n e r g i e d r e i e c k der d r e i T e i l c h e n . A l s o 
haben wir a l s Umkehrung von Satz 10 
Satz 11 - S i n d v i e r N a s s e n m
0 m
^
 # m ;7 m m ? s o
 g e g e b e n . 
163 
daß 




- 2 - S 1/mf > 0 
g i l t , s o s c h n e i d e t d i e E n e r g i e - I m p u l s - F l a c h e d e s T e t r a e d e r s 
m i t d e n K a n t e n m ^ m
k
 , 0 k j < Je < 3 , d i e S e i t e n d r e i e c k e 
i n d e n I n k r e i s e n . • 
Wir s c h l a g e n deshalb v o r , f a l l s d i e Bedingung (8) e r f ü l l t 
i s t , a l s A l t e r n a t i v e zu KAMKE's E n e r g i e t e t r a e d e r das i n Satz 
11 b e s c h r i e b e n e Tetraeder zu verwenden. 
Bemerkungen - 1. Die I n k r e i s e der S e i t e n d r e i e c k e d i e s e s 
T e t r a e d e r s l i e g e n auch auf e i n e r Kantenkugel [ 6 ] . Um eine 
weitere A n a l o g i e zum ebenen F a l l h e r z u s t e l l e n , k ö n n t e man 
auf das T e t r a e d e r noch eine Ä h n l i c h k e i t s t r a n s f o r m a t i o n 
a u s ü b e n , d i e f ü r d i e Kantenkugel den Radius i erzwingt. 
Das b r i n g t aber n i c h t s , w e i l d i e I n k r e i s e der S e i t e n d r e i e c k e 
dann im allgemeinen einen davon vers c h i e d e n e n , echt 
k l e i n e r e n Radius haben und weil der Energie-Impuls-Raum im 
Innern des T e t r a e d e r s ja n i c h t von e i n e r K u g e l f l ä c h e , a l s o 
e i n e r Quadrik, sondern - wie Satz 8 z e i g t - von e i n e r F l ä c h e 
v i e r t e n Grades begrenzt w i r d . 
2. Um d i e Bedingung (8) an d i e Massen etwas zu ve r s t e h e n , 
ü b e r l e g e n w i r , was p a s s i e r t , wenn eine oder zwei der 
b e t e i l i g t e n Massen r e l a t i v k l e i n im V e r g l e i c h zu den andern 
s i n d . Ist etwa m^ sehr k l e i n , so kann man g e g e n ü b e r dem 
Kehrwert 17m^ d i e anderen v e r n a c h l ä s s i g e n und e r h ä l t einen 
o f f e n s i c h t l i c h e n Widerspruch zu ( 8 ) . Sind m^ und m^ 
beide k l e i n , so kann man 1 / ^ 2
 u n c
* ^ ^
m
3 v e r n a c h l ä s s i g e n 
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und kommt zu der e b e n f a l l s n i c h t e r f ü l l b a r e n Ungleichung 
- ( ( l / m
0
- l / m j . )
2
 > 0 . • 
3. B e w e i s e 
3.1 Maximale Energie e i n e s T e i l c h e n s . 





i C l - mg/mJ-E . 
Dazu gehen wir aus von der o f f e n s i c h t l i c h r i c h t i g e n U n g l e i -
chung 

















wobei ü b e r a l l e Paare ( j , k ) mit / < ./ < k < n summiert 
w i r d . D i e s e r Ansatz " f ä l l t vom Himmel" (KAMKE), f ü h r t aber 
mathematisch am s c h n e l l s t e n zum Z i e l : P h y s i k e r argumentieren 
l i e b e r mit der inneren Energie des nach Auszeichnung e i n e s 
T e i l c h e n s v e r b l e i b e n d e n /7-Teilchen-Systems. Durch Anwendung 
der binomischen Formel und Umordnen kommen wir zu der 










 m r m j
- l . p f ) . 
Die r e c h t e S e i t e d i e s e r Ungleichung l ä ß t s i c h mit H i l f e der 
Beziehungen m - 2/7y . P j
2








. p / + m ^ m ' ^ P
2
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 = S im-m
n















- ^ L P
 ?
2
 = (m-mgl •'Z.2E
?







. - S1P ? = 2 (m-m
 Q





A d d i e r e n wir nun ^ . P f ( 1 i j i n ) zu beiden S e i t e n der 
Ungleichung (10) und beachten wir ZE/'y - { 0 i 1 i n ) . so 






( f * 2 ( m - m
0
) ( E - E
0
) . 
woraus d i e Behauptung U q ) m ü h e l o s f o l g t . 
In (9) - und damit i n ( 1
Q
) - t r i t t G l e i c h h e i t genau dann 
a u f , wenn f ü r a l l e Paare ( i . k ) g i l t 
F ü r a l l e Indizes 1 i s t aber
 m
j ~ P j n i c h t s anderes a l s d i e 
Geschwindigkeit des >-ten T e i l c h e n s . womit a l l e s bewiesen 
i s t . • 
3.2 Beweis von Satz 6. 
Es g e n ü g t , zwei s p e z i e l l e Werte, etwa 1 = 0 , l ' = 3 , zu 
b e t r a c h t e n . Aus der Gleichung ( s . (6)) 





























Da es s i c h bei a l l e n h . und a l l e n e . um p o s i t i v e G r ö ß e n 
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 > h / s g , 
woraus d i e g e w ü n s c h t e Behauptung l e i c h t h e r z u l e i t e n i s t . 
3.3 Beweis von Satz 2. 
3.3.1 Beweisansatz. 
Gegeben s e i e n v i e r p o s i t i v e r e e l l e Zahlen h g , h j . h ? . 










und wegen der Bemerkung im A n s c h l u ß an Satz 6 auch 
(13) / } o > / 3 J 
annehmen. 
Unsere Aufgabe besteht nun i n dem Nachweis, d a ß das 









unter der s i c h aus Satz 1 ergebenden Voraussetzung 
(14) l / h
3
 < l / h
2
 + f / h j / l / h
0 
genau eine L ö s u n g h a t , bei der a l l e e . p o s i t i v s i n d und 
d i e d i e Ungleichung (4) b e f r i e d i g t . 
3.3.2 E l i m i n a t i o n von e j . e
2
 und £g . 









) -- h. • ( h
ß
- h j ) • U j - S j J . 
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B e w e i s - In den beiden Gleichungen 
1





t r i t t e j nur l i n e a r auf; deshalb k ö n n e n wir Cj aus ihnen 
e l i m i n i e r e n und e r h a l t e n d i e Gleichung (15) f ü r i = 2 . Der 
F a l l i = J e r g i b t s i c h a n a l o g , f ü r i = 0 , 3 g i l t d i e 
Gl e i c h u n g (15) t r i v i a l e r w e i s e . • 
Die Gleichungen (15) sehen sehr u n ü b e r s i c h t l i c h aus, 
l a s s e n s i c h aber unter der Annahme h g > h j (13) i n eine 
e i n f a c h e Form umschreiben. Wir setzen zur A b k ü r z u n g 
(16) = ( h
0
2







wobei wegen der Annahme (12) g i l t : 
O - t j < t
2
 < t , < t
0
= J , 
und e r h a l t e n 
(17) c. - t ^ a - t j U j 
f ü r 0 * i < 3 . Nach der Bestimmung von p o s i t i v e n Werten 




 ergeben s i c h a l s o aus den Gleichungen 
e b e n f a l l s p o s i t i v e Werte f ü r e^ und e
2
 • 
Bemerkung - Die D e f i n i t i o n s g l e i c h u n g e n (16) f ü r d i e dimen-
s i o n s l o s e n G r ö ß e n t . g e s t a t t e n eine h ü b s c h e und f ü r i - J . 2 
w i c h t i g e A u f l ö s u n g nach den gegebenen G r ö ß e n h • : 
(18> h f
2




 + ( J - t j J h f
2
 . • 
Setzen wir nun d i e Formeln aus den Gleichungen (17) f ü r 
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£ j und e 2 i n d i e Gleichung (11) e i n , so f i n d e n wir e i n e 
homogene Gleichung 4. Grades f ü r d i e Unbekannten S g und 
. A l s o m u ß das V e r h ä l t n i s r - e g / e ^ von S g zu e 
e i n e r polynomialen Gleichung P ( ' x ) - 2 < s j X J = 0 h ö c h s t e n s 
v i e r t e n Grades g e n ü g e n . Die K o e f f i z i e n t e n a . l a s s e n s i c h 
e i n f a c h berechnen und b i s auf a a u c h a l l g e m e i n 
a b s c h ä t z e n : 
c?
y
 - -2h/• ( 1 - t j t
2
) < 0 . 








) - h/• ( t j + t
2


















 > * -
Aus den angegebenen Abschatzungen e r g i b t s i c h 











h ö c h s t e n s einen Zeichenwechsel a u f w e i s t . Wir sehen aber 
auch, d a ß der h ö c h s t e nichtverschwindende K o e f f i z i e n t immer 
p o s i t i v und der k l e i n s t e immer ne g a t i v i s t . Aus der 
Ze i c h e n r e g e l von DESCARTES [3. S. 3 7 3 ] i n der von 0. PERRON 
angegebenen Formulierung [11, S . / 7 ] ) f o l g t nun s o f o r t . d a ß 
das Polynom P ( x ) genau eine p o s i t i v e N u l l s t e l l e r h a t . 
Wegen P ( J ) = 3 ( h g 2 - h f ) > 0 wissen wir a u ß e r d e m 
0 < r < / . 
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S e t z e n wir nun noch S Q = r - C j i n (17) e i n , so e r h a l t e n 
wir 
(19) = C t j - r + J - t j J f j . 
F ü r i = Q . 1 . 2 handelt es s i c h dabei um E l i m i n a t i o n s g l e i c h u n -
gen f ü r d i e Unbekannten e
n
, e j und e
2
 . Jedes p o s i t i v e £j 
f u h r t v e r m i t t e l s d i e s e r Gleichungen zu p o s i t i v e n Werten eQ. 
e J . £•.
?
 und - wie wir j e t z t zeigen werden - zu e i n e r 
E r f ü l l u n g der DESCARTESschen Ungleichung ( 4 ) . 
3.3.3 Analyse der Bedingung ( 4 ) . 
Wir s e t z e n nun d i e E l i m i n a t i o n s g l e i c h u n g e n (19) i n d i e 
Ungleichung (4) e i n . Dann k ö n n e n wir durch e j - d i v i d i e r e n 
und e r h a l t e n eine notwendige und h i n r e i c h e n d e Bedingung an 
r : 
(20) Q ( r ) > 0. 
wobei Q ( ' x ) = ~5Lb^x
2
 das Polynom h ö c h s t e n s zweiten Grades mit 
den K o e f f i z i e n t e n 
b
Q











 (immer > 0 ) 
b
2










b e z e i c h n e t . 
Bemerkung - Diese D e f i n i t i o n s g l e i c h u n g e n f ü r d i e 
K o e f f i z i e n t e n b ^ l a s s e n s i c h nach t j + t
 2
 und t j t
 2
























 J / 6 4 
Damit k ö n n e n d i e K o e f f i z i e n t e n a^ 
durch polynomiale A u s d r ü c k e i n h
n
 , 
r a t i o n a l e n K o e f f i z i e n t e n d a r g e s t e l l t 
noch: 
(21) O d ) = h
0
 + b j + b
2
 = 8 . 
f ü r jede Wahl der vorzugebenden G r ö ß e n . • 
Zum Nachweis der Ungleichung (20) b e n ö t i g e n wir nun d i e 
Voraussetzung (14). Wir s c h r e i b e n s i e i n der Form 
(22) h f * - h f
1
 < h f * * h f
1
 . 
q u a d r i e r e n , orden um und f i n d e n unter Verwendung der 
Gleichungen (16) d i e ä q u i v a l e n t e Form: 






) ( t ^ t
2
- l ) < 2 ( h f
J





Nun s i n d zwei F ä l l e zu u n t e r s c h e i d e n : 
(a) tj + t
2
 i 1 
Hieraus f o l g t 0 ( 0 . ) ) 0 und 0 / ( 0 ) > 0 \ wegen ( 2 1 ) , d.h. 
O d ) = 8 . e r g i b t s i c h daraus 0 ( x ) > 0 f ü r a l l e x zwischen 
0 und / , a l s o insbesondere (20). 
(b) t f + t
2
 > / 
Von j e t z t an i s t b j > > 0 . Nochmaliges Quadrieren l i e f e r t d i e 
nun zu (23) ä q u i v a l e n t e Form 
(24) ~ n f
4















des Polynoms P ( x ) 





werden. Wir n o t i e r e n 
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di e zu e i n e r weiteren F a l l u n t e r s c h e i d u n g A n l a ß g i b t : 
(c) 0 ( ^ / / h f ) > 0 




< l und Q ( x ) i s t f ü r x zwischen 
äf/hß' und / s i c h e r p o s i t i v : da aus (13) auch f o l g t 













2 } < 0
 ' 




) < 0 
Durch Quadrieren von (24) und Umordnen e r h a l t e n wir nun 










Das Polynom Q ( x ) hat nun genau eine N u l l s t e l l e a zwischen 
h j /h• f und / : es g e n ü g t zu zeigen: 


















( v g l . (21)) d i e D i s k r i m i n a n t e des Polynoms Q ( x ) , so g i l t 
c7 = ( f d ~ - b f > ( 2 b
2
) ~ l . (Da das Polynom Q ( x ) zwei 
verschiedene N u l l s t e l l e n h a t , i s t d > 0 .) Durch E i n s e t z e n 
i n das Polynom P C x ) e r h a l t e n wir nach e r m ü d e n d e r , aber 
n i c h t s c h w i e r i g e r Rechnung 
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PCa) = t 2 S M
(




 + ( b
1




- d + ( d + 1 6 b
2
) - ( b j + 2 b
2
) - f d ~ J ~
J
\ 
womit wegen (25) d i e Ungleichung (26) bewiesen i s t . 
3.3.4 Berechnung von e
 ?
 . 
Die Ü b e r l e g u n g e n im v o r i g e n A b s c h n i t t g e l t e n f ü r jede 
p o s i t i v e G r ö ß e e j . Jedoch f ü r uns kommt nur e i n Wert i n 
F r a g e . Setzen wir n ä m l i c h d i e E l i m i n a t i o n s g l e i c h u n g e n (19) 
i n d i e Gleichung (5
3
) - das i s t d i e Gleichung zum Index 1 = J 
des Gleichungssystems (5) - e i n . so e r g i b t s i c h 




- a j r - a
Q
) = Q ( r ) - e f , 
mit &2 ~
 n
f ^ ( t j + t 2 +
l




 Gleichung hat genau eine 
p o s i t i v e L ö s u n g , n ä m l i c h 
e
3




- a j r - a g ) '
1
 \ 
Damit i s t nun Satz 2 v o l l s t ä n d i g bewiesen. 
3.4 Beweis von Satz 7. 
Die angegebene Bedingung i s t o f f e n s i c h t l i c h h i n r e i c h e n d . 
Zum Beweis der Notwendigkeit beziehen wir uns auf d i e i n 3.3 
e i n g e f ü h r t e n G r ö ß e n und Formeln. Aus der Voraussetzung f o l g t 








( O i ? * k i J J. 
Setzen wir d i e s f ü r 7=0,1, k = 3 i n d i e Gleichungen (17) f ü r 
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/ - / e i n . so k ö n n e n wir durch S j d i v i d i e r e n und nach t 
auf l ö s e n : 
A n d e r e r s e i t s berechnen wir aus der d e f i n i e r e n d e n Gleichung 
(16.) f ü r t , : 





 u n (
* aus S y m m e t r i e g r ü n d e n 
f o l g t d i e Behauptung. 
3.5 Beweis von Satz 8. 
Hie r z u i s t es bequem, b a r y z e n t r i s c h e und k a r t e s i s c h e Ko-
or d i n a t e n g l e i c h z e i t i g zu benutzen. Sei CXj . x
2
 , * j )
 m
i t 
( X Q , X j , X
2
 - X e i n zum Tetraeder g e h ö r i g e r Punkt der 
Kantenkugel. Im H i n b l i c k auf (3) haben wir zu z e i g e n . d a ß 
aus (7) f o l g t : 
- t ( m j - m j ) / ( m Q - m j ) J - [ (m+m g+m
2
)/(m+m f + m
2
) J . 
(27) 
Ohne w e s e n t l i c h e E i n s c h r ä n k u n g k ö n n e n wir dazu 
(28) 
* 1 > X 2 > * J 
annehmen, woraus f o l g t 
(29) 
Wegen (7) g i l t o f f e n s i c h t l i c h 









1 i e f e r t Nochmaliges Wurzelziehen f ü h r t nun zu 
was wegen (29) ä q u i v a l e n t zur Behauptung (27) i s t . • 
3.6 Beweis von Satz 9. 
F ü r einen a u ß e r h a l b der Kantenkugel gelegenen Punkt des 
T e t r a e d e r s i s t d i e Ungleichung (30) ä q u i v a l e n t zu 
wie man durch Quadrieren e r k e n n t . Damit f o l g t d i e Behauptung 
mit den i n 3.4 angegebenen Umformungen. Im H i n b l i c k auf den 
h i e r notwendigen S c h l u ß von (32) auf (31) m u ß man nur 
bemerken, d a ß bei den j e t z t b e t r a c h t e t e n Punkten aus (28) 
auch f o l g t Xj > 0 . • 
4. W e i t e r e F r a g e n 
Die h i e r a n g e s t e l l t e n Ü b e r l e g u n g e n l a s s e n e i n e Reihe von 
Fragen o f f e n , d i e wir h i e r e i n f a c h a u f l i s t e n w o l l e n . 
3 • 
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4.1 Geometrie des Energie-Impuls-Raumes. 
I s t der Energie-Impuls-Raum u n a b h ä n g i g von e i n e r 
s p e z i e l l e n Wahl des Simplexes immer konvex, oder wenigstens 
s t e r n f ö r m i g ? Im F a l l e s t e r n f ö r m i g , kann der Punkt, dessen 
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g e n ü g e n , a l s Ausgangspunkt genommen werden? Oder g e l t e n 
d i e s e E i g e n s c h a f t e n nur b e i bestimmter Wahl des Simplexes? 
Wird der Energie-Impuls-Raum im a l l g e m e i n e n , wenigstens 




4.2 K o n s t r u k t i o n mit Z i r k e l und L i n e a l . 
Satz 2 l e g t d i e Frage nahe, ob s i c h d i e Radien der 
erzeugenden Kugeln eines T a n g e n t e n t e t r a e d e r s , und damit 
seine Kanten, aus den H ö h e n mit Z i r k e l und L i n e a l 
k o n s t r u i e r e n l a s s e n . Dazu s o l l t e man z u n ä c h s t d i e 
Galoisgruppe des Polynoms P ( x ) ü b e r Q C t j . t ? ) oder 
Q f j b g . j b j ) berechnen. 
4.3 K o n s t r u k t i o n von T a n g e n t e n s i m p l i z e s der Dimension n > 3. 
Schon i n [6] wurde das Problem der K o n s t r u k t i o n h ö h e r d i -
mensionaler T a n g e n t e n s i m p l i z e s e r w ä h n t . Satz 1 b e s i t z t e i n e 
/7-dimensionale Verallgemeinerung [ 7 ] . G i l t das i n g l e i c h e r 
Weise f ü r Satz 2? 
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4.4 Mit einem Tetraeder verbundene Koordinatensysteme. 
F ü r Satz 8 haben wir be n u t z t , d a ß s i c h einem r e g u l ä r e n 
T e t r a e d e r e i n ausgezeichnetes Koordinatensystem zuordnen 
l ä ß t . Geht das auch bei anderen Tetraedern? Man k ö n n t e etwa 
an d i e Eulersche Gerade [10] des Tetraeders a l s eine Achse 
denken, aber d i e s e e x i s t i e r t auch im n i c h t r e g u l ä r e n F a l l 
n i c h t immer. Bei Tetraedern mit paarweise w i n d s c h i e f e n 
R a u m h ö h e n l i e g e n d i e s e auf einem g l e i c h s e i t i g e n e i n s c h a l i g e n 
H y p e r b o l o i d [ 1 3 ] . Meines Wissens hat man b i s heute keine 
geometrische Beschreibung der Hauptachsen d i e s e s 
H y p e r b o l o i d s . V i e l l e i c h t k ö n n t e n d i e s e zu einem s o l c h e n 
Koordinatensystem f ü h r e n ? 
Einen anderen Vorsc h l a g hat R. KOCH (Technische 
U n i v e r s i t ä t M ü n c h e n ) gemacht: A l s eine Achse nehme man das 
gemeinsame Lot eines Gegenkantenpaares mit k ü r z e s t e m 
Abstand, a l s Ursprung den M i t t e l p u n k t der von d i e s e n Gegen-
kanten(geraden) aus dem Lot ausgeschnittenen S t r e c k e : i n der 
zu d i e s e r Achse senkrechten Ebene durch den Ursprung z i e h e 
man d i e P a r a l l e l e n zu den b e t r a c h t e t e n Gegenkanten und nehme 
a l s w eitere Achsen das Paar der Winkelhalbierenden d i e s e r 
Geraden. Im F a l l e e ines r e g u l ä r e n T e t r a e d e r s e r g i b t d i e s e 
K o n s t r u k t i o n d i e h i e r benutzten Koordinatenachsen: w e i t e r e 
Ü b e r l e g u n g e n dazu wurden b i s h e r n i c h t a n g e s t e l l t . 
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